1.2 Multimea numerelor complexe
1.2.1 Numere complexe sub forma algebrica. Conjugatul unui
numar complex. Operatii cu numere complexe.
a) Notiuni teoretice si exemple

1. Multimea numerelor complexe este:
{z=x+yi|x,y €R,i?=—1}.

Scrierea z = x + yi se numeste forma algebrica a numarului
complex z. Numarul x € R se numeste partea real a lui z si se
noteaza Re z, iar numarul y € R este coeficientul partii imaginare a
lui z si se noteaza Im z.

Exemplu. Pentru numarul complex 2 + 3i, 2 este partea reala si 3
este coeficientul partii imaginare.

2. Conjugatul unui numéir complex

Fiind dat numarul complex z = x + yi, numarul Z = x — yi se
numeste conjugatul numirului complex z.

Exemple. Conjugatul lui 3 + i este 3 — i si conjugatul lui 2 — i
este 2 + i.

3. Egalitatea a doud numere complexe

Doua numere complexe z; = x; + y1i $i z; = x, + y,i sunt egale
daca si numai dacd x; = x, 1 y; = Yp.

Exemplu. Numerele complexe x + 1 + yi si 2x + (2y — 1)i
suntegale daca x + 1 =2xsiy =2y —1,adicax =1,y = 1.

4. Puterile numarului i

Puterile numarului i sunt: i = i,i%2 = —1,i% = —i,i* =1,
i°=1ii°=-1,i”=—i,i® =1,---. Pentru n € N*avem:
1, n=4k
- i, n=4k+1
"= )
-1, n=4k+2
—i, n=4k+3

)
1000 _ 1 :2001
=1,i

Exemple. i% = —i,i 2010 = 1,

=11
5. Operatii cu numere complexe

a) Adunarea numerelor complexe
1



Fiind date numerele complexe z; = x; + y1i si z; = xp + VY5l
definim:
71+ 23 = (X + y10) + (2 + y20) = O +x2) + (1 + ¥2)1
Exemplu. 2+3)+G-i)=Q2+5+@Bi—i)=7+2i.

b) Scaderea numerelor complexe
Fiind date numerele complexe z; = x; + y1i si 2, = x, + Y3,
definim:
71— 23 = (X + y10) — (2 + y20) = (g —x2) + (1 — ¥2)i.
Exemplu. (5—-2i)—(3-5i))=(5-3)+(-2+5)i=
=2+ 3i.
C) inmultirea numerelor complexe
Fiind date numerele complexe z; = x; + y1i si zy = x3 + VY51,
definim:
712 = (0 +y10) - (2 +y20) =
= (x1%2 — y1¥2) + (12 + y122)1.
Exemplu. 3—-i)2+i)=06+1)+B—-2)i=7+1.
d) impﬁrt,:irea numerelor complexe
Fiind date numerele complexe z; = x; + y1i si 2, = x5 + Y3,
definim:
2 _xtyl (ot yiDGe —yel) _
z;  xz+yi (xz +y20) (0 — y2i)
_ XX ty1ye | XY~ X1y i

x5 + y3 x5 +y;5
; oL (D@D _2-1+0 40
Xemp o i T -2+ 4+1 -
_143i 1.3
~"5 ~5'g5"

6. Proprietiti ale numerelor complexe
1) Al +Z2 =Z_1 +Z_2
2) 71—z, =71 — 7.
3) 712, =27, 73.

4) (z") = (@)™



5 (3)-%
Z2 Z3
6) Z = z.
7) zeReZ =2z
8) zeCez=—z

Exemple. a) Fiinddate z; = 1 +isiz, = 2 — i, atunci
b) Fiinddate z; =2 +isiz, =1 — i, atunci
71 2;=2,'2=02—-0)-(1+)=2—-i+2i—i*=
=2—-i+2i+1=3+1.

7. Modulul unui numéar complex

Modulul numarului complex z = x + yi este numarul pozitiv

|z] = \/x% + y2.

Exemplu. Pentruz = 3 + 4i, |z] = V32 + 4% =5,
8. Proprietiti ale modulului unui numir complex
1) |zl =0<2z=0.

2) |zy - z3| = |z1] - |z,
3) |z""] = |z|™.
Z Z
4) “1 =ﬂ_
Z | Z, |
5) |z| = |z|.

6) |z1 + z3| < |z1| + |z,

1
7) z-7Z = |z|* — caz particular — |z| = 1 Z = —.
z



b) Teste grilid de autoevaluare
Testul 1
m Se acorda 1p din oficiu
(1) 1. Valoarea calculului:
@G+D)+B-20)+2+20)
este:
2—i 2+ 3-1i 9+i 7-1

(1) 2. Valoarea calculului (2 + i)(3 — i) este:
1-i 1+ 2—1i 3+i 7+1i

(1) 3. Valoarea calculului:

i+i2+3+it+i°+i°
este:

0 1 i i—1 i+2
. i+2

(1) 4. Valoarea calculului ;+—1este:

2 2 2

1+i —1+i 2+i 2—i 3—i
2 2

14+ 1-i
(1) 5. Valoarea calculului — + — este:
2—i  2+i
1

2
s s 0 b5

(1) 6. Valoarea calculului (2 + )3 este:
2+ 6i 1+ 5i -2 +12i -4 +i 2+ 11i

-\ 2
(1) 7. Valoarea calculului (g) este:

-2 -1 0 1 2
(1) 8. Fiez; = 2 +isiz, = 3+ 2i. Calculati z; + Z; si aratati ca

are valoarea:
2+i 4+ 5+ 2i 4+i_ 5-3i

: . . JZ1 . o
(1) 9. Fiez; = 24 isiz, = 1+ i. Calculati = si ardtati ¢ are
Z2
1+2i 2+i 3+i
S O -1 —_—
2 2 2

valoarea:



Testul 2
m Se acorda 1p din oficiu
(1) 1. Valoarea calculului:
Q+D)+A-30)—-1A—-4)
este:
2+i 2 1-i 5+ 2i 5

(1) 2. Valoarea calculului:
A+D2+DB+1D)
este:
9i 10i 11i 12§ 13i

(1) 3. Valoarea calculului:
%+ it +i%+8
este:
0 1 2 i 2i

i+l
(1) 4. Valoarea calculului ;este:

1+2i 1+i 1+3i 2+i 3+i
5 4 5 3 2
1420 1-2i
(1) 5. Valoarea calculului —— + —— este:
1—i 1+i
1-2i 1+i 1-i
2 2 2

(1) 6. Valoarea calculului (1 + i) + (1 — i)? este:
i 0 1 1+ 2
(1) 7. Valoarea calculului (1 + 2i)2 + (2 + i)? este:
2i 4i 6i 8i 10i
(1) 8. Fiez; =3 +isiz, =5+ 2i. Calculati |z, | + |2,] si
ardtati cd are valoarea: 1 2 3 4 5
(1) 9. Fiez; =2 +isiz, =1+ 3i. Calculati |z; + z;| si aratati ca

are valoarea: 1 2 3 4 5



2.5 Functii trigonometrice directe si inverse
2.5.1 Functii trigonometrice directe
a) Notiuni teoretice si exemple

1. Sinusul unui unghi x reprezinta ordonata punctului unde latura
finala a unghiului intersecteaza cercul trigonometric.

a) Domeniul de definitie al functiei f(x) = sin x este R.

Deci: sin:R - [—1,1]

b) Paritate, imparitate. Functia sinus este impara, deoarece
sin (—x) = — sinx, pentru orice x € R.

c) Periodicitate. Functia sinus este periodica, avand perioada
principala Ty, = 2. Multimea perioadelor functiei este {2km | k € Z}.
Avem deci egalitatea: sin(x + 2km) = sin x, pentru orice x € R.

d) Monotonie.

Pe [0, %] functia sinus este crescatoare de la 0 la 1.

Pe E, 37”] functia sinus este descrescatoare de la 1 la —1.

3 .. g
Pe [771, 27‘[] functia sinus este descrescatoare de la —1 la 0.

Pentru alte intervale din R, monotonia functiei sinus se stabileste
tinand cont de periodicitate.
Graficul functiei sinus
Deoarece functia sinus este periodica de perioada principalad 2,
este suficient sd reprezentam graficul functiei sinus pe intervalul
[0, 27t] si-1 putem prelungi apoi prin periodicitate pe R.
Pentru reprezentarea grafica folosim tabelul cu monotonia functiei

Puncte de baza 0(0,0), A (g 1) ,B(1,0),C (37” —1) ,D(2m,0).

T 3w
X ‘ 0 2 T — 2T

sinxO 1 ™S 0 ™S -1 "7 0

- O]
CUE
<V



2. Cosinusul unui unghi x reprezinta abscisa punctului unde latura
finala a unghiului intersecteaza cercul trigonometric.

a) Domeniul de definitie al functiei f(x) = cos x este R.

Deci: cos:R - [—1,1]

b) Paritate, imparitate. Functia cosinus este para, deoarece
cos (—x) = cos x, pentru orice x € R.

c) Periodicitate. Functia sinus este periodica, avand perioada
principala Ty = 2m. Multimea perioadelor acestei functii este
{2km | k € Z}. Avem deci egalitatea: cos(x + 2km) = cos x, pentru
orice x € R.

d) Monotonie.
Pe [0, 7] functia cosinus este descrescatoare de la 1 la —1.
Pe [m, 2] functia cosinus este crescatoare de la —1 la 1.

Pentru alte intervale din R, monotonia functiei cosinus se stabi-
leste tinand cont de periodicitate.

Graficul functiei cosinus

Deoarece functia cosinus este periodica de perioada principala
2m, este suficient sd reprezentam graficul functiei cosinus pe
intervalul [0, 2] si-1 putem prelungi apoi prin periodicitate pe R.

Pentru reprezentarea grafica folosim tabelul cu monotonia functiei

cosinus. Vom lua ca puncte de baza ale graficului A(0, 1), B (%, 0),

C(m,—1),D (37” 0>,E(27r, 1.

b4 3m
X ‘ E 7 2T
COS X | ~ 0 1 7 0 — 1

< | o

~ —
AN N
C

3. Tangenta unui unghi x reprezintd ordonata punctului unde latura
finald a unghiului intersecteaza axa tangentelor.
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a) Domeniul de definitie al functiei f(x) = tgx este
V[

R—{3+kn |k ez}

Deci:tg:R—{%+kn|k € Z} - R

b) Paritate, imparitate. Functia tangenta este impara, deoarece
tg (—x) = —tg x, pentru orice x € R.
¢) Periodicitate. Functia tangenta este periodica, avand perioada
principala Ty, = . Multimea perioadelor functiei este {kr | k € Z}.
Avem deci egalitatea: tg (x + km) = tgx, pentru orice x € R.

d) Monotonie.
Pe fiecare interval de forma (— ko + kn), unde k € Z functia

tangent este crescatoare.
Graficul functiei tangenta
Deoarece functia tangenta este periodica de perioada principala

m, este suficient sa reprezentam graficul functiei tangenta pe
intervalul (— %%) si-l putem prelungi apoi prin periodicitate pe R.
Pentru reprezentarea grafica folosim tabelul cu monotonia functiei

tangentd. Vom lua ca puncte de bazad ale graficului A(—%, —1),

B(%.1).

N
[ PN
[\

— +oo|

4. Cotangenta unui unghi x reprezinta abscisa punctului unde latura
finald a unghiului intersecteaza axa cotangentelor.

a) Domeniul de definitie al functiei f(x) = ctgx este
R —{km |k € Z}.



Deci:ctg: R—{kn |k €Z} - R

b) Paritate, imparitate. Functia cotangenta este impara,
deoarece ctg (—x) = —ctg x, pentru orice x € R.

c) Periodicitate. Functia cotangenta este periodica, avand
perioada principala Ty = m. Multimea perioadelor functiei este
{km | k € Z}. Avem deci egalitatea: ctg (x + km) = ctgx, pentru
orice x € R.

d) Monotonie.
Pe fiecare interval de forma (km, (k + 1)m), unde k € Z functia
cotangenta este descrescatoare.

Graficul functiei cotangenta

Deoarece functia cotangentd este periodica de perioada
principala m, este suficient sa reprezentam graficul functiei
cotangenta pe intervalul (0, m) si-l putem prelungi apoi prin
periodicitate pe R.

Pentru reprezentarea grafica folosim tabelul cu monotonia functiei

cotangentd. Vom lua ca puncte de baza ale graficului A (%, 1) ,

5(2.0) ¢ (2-1)
Vs s

X ‘ : 2 2 7
0

ctgx| |40 TS 1 T




b) Teste grilid de autoevaluare
Testul 1

m Se acorda 1p din oficiu

1
(1) 1. Domeniul maxim de definitie al functiei f(x) = e este:
[0, 7] [0,2r] R—{kn} [1,m] [1,2m]

(1) 2. Studiati paritatea si imparitatea functiilor urmatoare:

a) f(x) =x%+cosx b) f(x) =1+ cosx + cos?®x
) f(x) =x + sin3x d) f(x) = sin3x + tg3x.
Numarul functiilor pare este egal cu:
0 1 2 3 4
(1) 3. Cea mai mica valoare k € N, astfel incat 2 sinx + 3 < k este:
2 3 4 5 6
(1) 4. Aratati ca functia f: R - R, f(x) = sin 2x — sin x este:
para impara nici para nici impara

(1) 5. Determinati perioada principald a functiei f:R = R, f(x) =
= sin 3x + 1. Ea este egala cu:

T 27 3n 4 5w

3 3 3 3 3
(1) 6. Fie functia f:R = R, f(x) = sinx + 2. Calculati Im f si
aratati ca este egala cu:

[0,1] [0, 2] [0, 3] [1,2] [1,3]

(1) 7. Reprezentati grafic functia f(x) = sing pe un interval egal cu
perioada ei principald. Calculati f(0) + f () + f(2m) si aratati ca
are valoarea:

-2 -1 0 1 2
(2) 8. Perioada principala a functiei f:R = R, f(x) = sin3x + 4

este egala cu:
2n 3n 4w 5m

3 3 3 3 3



Testul 2

m Se acorda 1p din oficiu

(1) 1. Domeniul maxim de definitie al functiei f(x) = sin(x + 4)
este:
[0, ] [0, 27| R [1, ] [1,2m]
(1) 2. Determinati domeniile de definitie ale functiilor:
a) f(x) =sin(2x + 1) b) f(x) = cos(3x — 1)
c) f(x) =tg(x +2) d) f(x) = ctg(x = 3).

Numarul de functii care au domeniul de definitie R este:
0 1 2 3 4

(1) 3. Aritati ci functia f:R - R, f(x) = x? + cos x este:

para impara nici para nici impara
(1) 4. Studiati paritatea si imparitatea functiilor urmatoare:
a) f(x)=x%+tg’x b) f(x) =1+ sinx + sin’x
¢) f(x)=x3+tgx d) f(x) = sin3x + tg x.
Numarul functiilor impare este egal cu:
0 1 2 3 4
(1) 5. Cea mai mica valoare k € N, astfel incat 3 cosx — 1 < k este:
2 3 4 5 6
(1) 6. Cea mai mare valoare k € Z, astfel incat 4 sin x + 3 > k este:
-2 -1 0 1 2

(1) 7. Fie functia f:R - R, f(x) = 3 cosx + 1. Calculati Im f si
aratati ca este egala cu:

[0, 3] [—2,2] [—2,4] [1,4] [2,5]

(2) 8. Perioada principala a functiei f:R = R, f(x) = cos2x — 3
este egala cu:

3 2 3 3



Testul 3
m Se acorda 1p din oficiu
(1) 1. Arétati ca functia f:R = R, f(x) = x + cos x este:

para impara nu este nici para nici impara
(1) 2. Studiati paritatea si imparitatea functiilor urmatoare:
a) f(x)=x+sinx b) f(x) = cosx + cos 2x
¢) f(x) =x3 +sin®x d) f(x) =x+ 1+ sin3x.
Numarul functiilor care nu sunt nici pare nici impare este egal cu:
0 1 2 3 4

(1) 3. Determinati perioada principald a functiei trigonometrice:
f: R—{§+kn|kEZ} - R f(x)=2tgx + 1.
Valoarea ei este egala cu:

0 1 T 2w =
2
(1) 4. Cea mai mare valoare k € Z, astfel incat 5 cos x + 3 = k este:
-2 -1 0 1 2

(1) 5. Fie functia f:R = R, f(x) = sinx + 2 cos x. Calculati Im f si
aratati ca este egala cu:

[-1,3] [0, 2] [-3,3] [—1,2] [1,3]

(1) 6. Perioada principala a functiei f:R = R, f(x) = 2tgx — 1 este
T 14 2 An

ala cu: - — — (4
g cu 3 2 3 3

(1) 7. Reprezentati grafic functia f(x) = tg 2x pe un interval egal
cu perioada ei principala. Calculati £(0) + f () + f(2m) si aratati ca
are valoarea: -2 -1 0 1 2

(1) 8. Reprezentati grafic functia f(x) = sinx + 2 pe un interval
egal cu perioada ei principald. Calculati f(0) + f (1) + f(2m) si
aratati ca are valoarea: 3 4 5 6 7

(1) 9. Reprezentati grafic functia f(x) = sin 2x.
Aratati cd perioada principala este egala cu:
0 1 4 2n

N|]
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